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NGHIEM HAU TUAN HOAN CUA PHUONG TRINH PARABOLIC
VOI TRE HUU HAN
Lé Vin Kién®, Nguyén Hiru Tri2
YTruwong Pai hoc Tay Bdc, 2Trieong THPT Trung Vin, Ha Noi

Tom tdt: Trong bai bao nay, ching tbi nghién ciu su ton tgi nghiém hau tudn hodan doi véi phicong trinh
parabolic véi tré hiru han. Sir dung két qua da cé doi Véi cac phirong trinh vi phan ham trong khéng gian Banach vé
han chiéu, chiing téi dwea ra dwgc diéu kién ton tgi duy nhat nghiém hau tuan hodn doi véi cac ép phuwong trinh trén.

Tirkhéa: Phirong trinh parabolic, Nghiém hau tuan hoan, Phé cia ham sé.

1. Mé dau
Cho 2 1a mién véi bién 29 tron, xét bai toan
)
u(x,t) _
(,g ) = Ayx,t) T Fu (x) T f(x,t),x Q¢2o,
t

U= 0,t20, (1.1)

u(x,s) = P(s)(x),x €2 s €1 r,0]

6 do A A toan tir Laplace, r>0 la sé thyc duong cho trudc,

Fu, = f_o u(,tts)d7(s),u, € C([Tr,01,X),u(s):= u(tTs),m:[r,01 7 L(X), X~ L,(*,

1a ham cd bién phan bi chan, ¢ € c ([~ r,01,x), f(t) = f(.,t) € x 12 ham hau tuan hoan theo bién
t. Bang cach xét u): R~ x=L M umx) T ux) , va A=A x 7 x Voi

D(A)= HX() N H (D), ta dua bai toan trén vé dang tong quét

[d
pdu(t) _

i = Au) T Fu T f(1), ut) € X,t> 0,

o u®t Fu, T ), u) (12)
Ilu(s):"j(s),se[_r,O].

Ham lién tuc bi chin déu u :[~r,* )~ x duoc goi la nghiém nhe (nghiém tich phan) caa bai
toan (1.2) néu u, = ¥ va
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u(t) = T()¥(0) " flT (t~ s)[Fu, T f(s)]ds,t~ 0,

VGi {T (1)}, la nita nhom lién tuc manh sinh boi A.

Nhu vay viéc nghién ctu sy ton tai duy nhat nghiém hau tuan hoan cua Bai toan (1.1) twong tng
Vi su ton tai duy nhat nghiém hau tuan hoan cua bai toan (1.2). Bai toan (1.2) di duoc nghién ciu
boi V.T. Luong va N.V. Minh gan déy trong bai bao [2], trong bai b4o nay ching tdi st dung két
qua trong bai bao [2] dé nghién cau sy ton tai duy nhat nghiém hau tuan hoan cua Bai toan (1.1).
Hon thé nita, chtng t6i dua ra nhirng vi du cu thé thé minh hoa cho két qua thu duoc.

Trudc tién ching ta di tdng hop mot sé cdng cu va két qua ban dau c6 lién quan duoc trinh bay
trong cac bai bao [2, 3, 5].

Phuong trinh thudn nhét lién két vai (1.2) sinh ramot nira nhém lién tuc manh v (t) ., trén khong

gianc = c ([ r,0],x) . Thatvay,

V(t):C 7 C,"" u,

t

Vv6i u  la nghiém duy nhat cua bai toan

u) = T )P 0) Tt f[T(t* §)Fudé, t2 0,

u, = .
Tiép theo chung ta di xét toan tir sinh ciia v (1) ., . Ta dinh nghia toan tir
A,:C 7 C,P7 AY

nhu sau

4%
(A= — (), r=0=y,
d6’
VGi

d¥ d¢
D(A)~{¥€cC :d—9(9)€ C,¥(0)€ D(A),d—e(o) = AP(0) T F¥}.

Bo dé 1.1. V6i A, dwoc dinh nghia & trén, mién xdc dinh D (A,) trd mdt trong $C$, I toan tir
sinh cua nwra nhém lién tuc manh v (t)

t>0 *

Bd dé 1.2. Néu A sinh ra niza nhom lién tuc manh compact T (t),_, trén x , thi v (t),_, la nia

nhom lién tuc mgnh compact trén c .

t>0 t=0
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Ta gia st A sinh ra nira nhém lién tuc manh compact T (t),_. trén x . Khi d6 ta co cac két qua

t>0

Sau.

Ménh dé 1.3. Véit > r, thi o (v () 1atdp dém dwoc va compact véi diém tu duy nhat lao , va néu
ueo@)\{0} thize Po(v ().

Ménh dé 1.4. Véit > 0, thiPo (v (1)) = ™7™ \{0}. Pat biét, néu x = u(t) e Po (v (1)) VJi t > r VA
w0, khidétontai e Po(A,) sa0Cho u =e" .

Véi mdi 4 ta dinh nghia toan tir bai

0
A(A)X = Ax—zx+j e”’dn(0)x,x e D(A).

. ’ A N X - A \ d A \ 7 ~ \
Khidon€u 2 € Po(A,) thi ton tai motham o0 = ¢ D(AV),—(D—M; = 0. bicu nay c6 nghia Ia
do

9(0)=¢"9(0),0(0)#0,dp (0)/d0 = Ap(0)+ [ e""dn(0)p(0).
Suyra, A(2)p(0)=0.

Nguoc lai, néu ton tai x = 0 « D (A) sao cho

0
A(A)x = Ax—/1x+j e*’dn(0)x = 0.

Khi d6 datp () =e*’x, 0 e [-r,0], thi de _ Ap,0 c[-r,0] Va
do
p(0)=x=0,dp (0)/d@ = A¢(0)+‘[70 e”’dn (6)p(0).

Diéu d6 co nghialip c D(A,)$,$A0 = Ap ,hayic Po(A).

Nhu vay, 2 € Po (A,) khiva chi khitontai x = 0 < D(A) sao cho
A(ﬂ)x:Ax—/1x+_[70re”d77(9)x:0. (1.3)

2. Két qua chinh

Trong muc nay chung ta sir dung cac ki hiéu sau day:

(i) L"® x),Bc(® x),Buc(®,x),AP(x) twong ung la cac khong gian cua cac ham nhan gia
tri trong x bi chin hau khip noi, lién tuc bj chan, bi chan lién tuc déu trén ® va khong gian cac
ham hau tuan hoan (theo nghia cua Bohr). Ta ¢ méi quan hé
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AP(x)c BUCc (B x)ycBc (B, x)c L" (B, x).
(i) T 1a dudng tron don vi trong mat phang phic © .

(iii) Toén tur dich chuyéns (r) duogc xac dinh bai s(z)g(t) = g(t + z) Véimoite B g e L (R x).
bic biét ta ki hiéus := s ().

2.1. Pho tron ciia ham sé

Trong muc nay chiing ta di xdy dung mot bién déi cua hamg < L” (R, x) trén duong thang thyc,
cai dan dén mot khai niém phd cua ham sb.

Phé nay tring vai tap e’ néu thém diéu kién g 1a ham lién tuc déu, & day sp(g) ki hiéu 1a phd
Beurling cua g . Céc két qua nay duoc dé cap dudi day vé pho tron cua ham sb duoc trinh bay
trong [3].

Chog e L" (R, x) . Xét ham phitc sg(1) V&i 2 e ©\r duoc x4c dinh nhu sau
Sg(1):=R(4,8)g, 4eCnr. (1.4)

Vi $S$ Ia toan tir dich chuyén, nén bién d6i nay la ham giai tichtheo 2 ¢ C\r.

Pinh nghia 2.1. Phé tron cua g  L” (R, x) dwoc dinh nghia la tgptdtca &, < T saocho sg (1)

khdng c6 mét thac trién giai tich nao trong bat ki 1an cdn cia ¢, trén mat phang phic. Phé tron

cua g dwoc ki hiéu béi o (g) va dé ngdn goi ta goi 1a phé cia g . Chung ta ki hiéu p(g) 1a tdp
I'\o(g).

Ménh dé 2.2. Ldy {g,} ", = L" (R, x) saocho g. - g e L” (B, x),valdy A latdp con déng cia
duwong tron don vi. Khi do ta co cac khang dinh sau dady:

() o (9) la tdp dong.

(II) Néu c(g,)c A voi m_Oin e N ,thia(g) c A

(iii) o (Ag) = o (g) VJi moi todn tir tuyén tinh bi chan A trén Buc (R, x) céi ma giao hoan véi
S.

(iv) Néuo (g)= @ , thig = 0.

Tiép theo ta nhic lai khai niém phd Beurling cia mot ham. Ki hiéu £ 12 bién déi Fourier,
c6 nghia la

(Ff)(s):= J'e'mf(t)dt,s e R e’ (Ry.

—o0

Khi d6 Pho Beurling cia ham u e Buc (R, x) duoc dinh nghia 1a tap sau day
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sp(u)={¢eR:ves0 3f e L'(R), suppFf c (£ -€,+€), f *u # 0}
Gdo f*u(s) = jm f (s - t)u(t)dt.

Pinh Ii 2.3. V4i cac ki hiéu ¢ trén, sp(u) tring véi tdp gom cac ¢ « B sao cho bién déi Fourier-
Carleman cua u , xdac dinh boi

f.[me'“u(t)dt, Reld > 0,
N 0
il

{—j e “u(t)dt, Rel <0,

khong thé thac trién gidi tich trong moi 1an cdn cuaie .

Dinh li dugc chung minh trong [4, Proposition 0.5, p.22].

Nhu mét hé qua caa dinh Ii anh xa phd yéu ta ¢ mdi lién hé giita pho tron caa ham sé va phé
Beurling nhu sau.

Ménh d@é 2.4. [3,Corollary 3.8] Ldy g e Buc (R, x). Khi dé

isp(9)

o(g)=e
Vidu 2.5 Ham g  L” (R, x), 12 mot ham tuan hoan véi chu ki - trén®
Khi d6 dé dang ta tinh duoc bién ddi Fourier-Carleman

f(i)y=@-e") jfe’“ f(t)dt,Red # 0,

co nghiala f(2) c6 thé mé rong mot ham phan hinh véi céc cuc diém don 4, = 2zin/z,ne 2.

Thang du tai cac cuc diém don 4 cho boi
c. 17 orinue 7
Res[f,/ln]:fn:—je f(t)dt,ne #,
T 0

la hé sé trong khai trién Fourier cua f .
Do do
Sp(f)={27rn/‘r:n€Z, f. = 0}.

Ta nhic lai dinh nghia vé& ham hiu tudn hoan (theo nghia cua Bohr), moét ham
f e BC (R, x) dugc goi la hau tudn hoan theo nghia ctia Bohr néu mdi € > 0 ton tai mot 7 > 0
sao cho moi khoang c6 d6 dai T cua R chua it nhat mot diém - dé
sup | f(t+z)— f(t)|< €

te ™
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Néu ¢ 1a ham hau tuan hoan, thi (Pinh Ii x4p xi [1, Chap. 2] nd cé thé xap xi déu
trén R bai mot diy cac da thirc lwong giac, cu thé 13,

maot ddy cac ham cua t « R ¢6 dang

N (n)

P.(t):=3 anvkeu"*t, n=12,...;4 % a ex,tek, (1.5)
k=1

n,k ' “nk

hién nhién 12 moi ham duoc xap xi béi mot ddy ham cac cac da thirc luong giac déu 1a ham hau
tuan hoan.

Vidu 2.6. HAM £ (t) = cost + cos/2t,t « B 12 mdt ham thuc hau tudn hoan trén R .
Dic biét, 6 mii ctia cac da thirc lugng giac (cac s6 thuc 4, , trong (1.5)) c6 thé chon tir tap cia cac

s6 thuc 2 (s6 mil Fourier) sao cho cac tich phan sau day (hé s Fourier)

1 .7 o
a(ﬂ, f):: 1!Im2_-|- - f(t)eflmdt

la khac o . Nhu ta da biét, nhitng s6 thuc 2 nhu trén 1a dém dugci,, 4,.... , né duoc ki hiéu
o, (t)={4,4,,..} vadugc goi la pho Bohrcia f .

Do do v6i f e AP(x) xéc dinh boi chudi Fourier 3" a e ™' a =a(4,, ).

LAy ham f trong Vidu 2.6 6o (f) ={-1,-/2.1,v/2}.

Trong bai bao nay ching ta c6 méi lién hé sau day (xem [4,Proposition 0.7, p.26])

sp(f)=o,(f), f e AP(X).

Ménh d& 2.7. Ldy g < AP(x). Khi dé

oy (9)

o(g)=e
2.2. Sy ton tai duy nhat nghiém hau tuan hoan

Mot s6 két qua lién qua dén sy ton tai duy nhat nghiém hau tuan hoan dbi véi phuong trinh
(1.2) sau day dugc chung minh trong [2].

Kihigdum =v@) vao, (M)=c(M)n{A:4]|=1}.
Pinh i 2.8. Véi cac ki hiéu ¢ trén gid sir rang
o . (M)no(f)=02

dieoC théa man. Khi @6 c6 duy nhat nghiém hau tuan hoan u cia phwong trinh (1.2) sao cho
o(u)c o(f).
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Tabiétring 4 < . (M) khivachikhi 4 =e*, s <’ §d6is langhiém caa phuong trinh (1.3).

Pho cia A gom cac gia tri riéng 0> 4, 4,,... . 4,,... , khi d6 toan tir A=A sinh ra mét c_ -nta

nhdm comppact co va giai tich {1 (t)}__, trong L,(Q),D(A) = H (Q)n H (Q) c L,(Q).

Pinh i 2.9. Gia sur phwong trinh

0
A = z—j e’’dn(0),i=1,2,...,n,...

c6 cac nghiém o4, = i&, k =1,2,...,n,... . Khi @6 néu " ¢ o (t) thi phuong trinh (1.2) c6 duy

nhat nghiém hau tuan hoan u sao cho o (u) < o (f) .
Cu thé ta xét hai vi du sau day.
Vidu 2.10.

Xét truong hopa = (0,1), va

(al, @ =0,
n(&):lo, -r<6<0,
{—bl, 0=-r,

& d6 1 1 toan tor dong nhat trén L, (@), vaa,b e & .

Khi d6 Bai toan (1.1) tré thanh

[ ou(x,t) azu(x,t)
| ot ox

u(o,t)=u(l,t)=0,t>0
} u(x,s)=e(s)(x),xe Q,se[-r,0].
|

Khi d6 cac gia tri riéng cua a =

|2 kz ,
~ laz, :—(I—) k>1.
Xét phuong trinh

-ra kz
A+ a+be =—-(—)",k>1.
|

—au(x,t)-bu(x,t—-r)+ f(x,t),xe (0,1),t>0,

(1.6)

1.7)

Néu cac phuong trinh (1.7) khéng c6 nghiém ao thi Bai toan (1.6) c6 duy nhat nghiém hau tuan

hoan u VGic (u) c o (f).

62



Ta xét truong hop cu thé hon véia = —1,b = z /2,1 = z,r = 1, khi 6 phuong trinh (1.7) chi c6 hai
nghiém a0 1aiz /2, —iz /2. Dodénéu i, —i ¢ o ( f) thi thi bai toan Bai toan (1.6) c6 duy nhat nghiém
hau tuan hodn u Véi o (u) < o (f) .

Vidu 2.11. Xét truong hgpo = B(0,1) ={0<R<1,0<0 <27} c R? va

( -1,6 =0,
n(&):l 0, -1<6<0,

& d6 1 1atoan tar dong nhat trént, () .

Trong truong hop nay cac gia tri riéng cua toan ti A 1a
A= (anlm)z,n,m e N,

& do «, , 1a cac khong diém caa ham Bessel loai mot cap n voi

Khi d6 cac phuong trinh

2

A-1l+xl2e’ = (an,m) ,n,me N,

khong cd nghiém 4o, do vay Bai toan (1.6) ¢ duy nhat nghiém hau tuan hoan u Véic (u) ¢ o (f)

078 |

05 7 Jo(x)

0.25; \ AN
c: ; ;\\ ;\\; \//’/><4><

‘ ‘ — x
[ 1 2 \3 sX 6 W7 /\ 10
025 [ S

os L

Nghién citu nay dwoc tai tro béi Bé Gido Duc va Pdo tao thuge Pé tai KHCN cdp Bg, Ma so:
B2018-TTB-11.
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ALMOST PERIODIC SOLUTIONS FOR PARABOLIC
WITH FINITE DELAY
Le Van Kien!, Nguyen Huu Tri?

Tay Bac University, >Trung Van High school, Hanoi

Abstract: In this paper, we study the existence of almost periodic solutions for parabolic equations with finite

delay. Basing on the existing results for functional differential equations in infinite-dimensional Banach space, we
establish the unique existence of almost periodic solution for this class equtions.

Key words: Parabolic equations, almost periodic solutions, spectrum of functions
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