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BẤT ĐẲNG THỨC TÍCH PHÂN CỦA CÁC HÀM LỚP  ( )m F  
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Tóm tắt. Trong bài báo này, chúng tôi  chứng minh một bất đẳng thức mở rộng của Cegrell từ  

lớp hàm   tới lớp hàm ( )m F   . Cụ thể, chúng tôi chứng minh rằng nếu các hàm  1,... mu u 

( )m F    thì ta có 1 1( ,..., ) ( ) ... ( ) .m m m m mH u u H u H u
  

   
    
   

    

Từ khóa: Hàm đa điều hòa dưới, hàm m- điều hòa dưới, toán tử Monge- Ampere phức, toán tử 

Hessian phức, lớp hàm ,  lớp hàm ( )m F  . 

 

1. GIỚI THIỆU 

Hàm đa điều hòa dƣới và toán tử Monge – 

Ampere phức ( .)c ndd   đóng vai trò trung tâm 

trong lý thuyết đa thế vị. E. Bedford và B. 
Taylor trong [1], [2] đã chỉ ra sự tồn tại của 

toán tử Monge- Ampere trên lớp các hàm đa 
điều hoà dƣới bị chặn địa phƣơng. Tiếp đó, 

trong [3],  U. Cegrell mở  rộng  đến các lớp 
hàm không bị chặn đia phƣơng mà trên đó toán 

tử Monge-Ampere vẫn xác định. Cũng trong 
[3], U. Cegrell đã đƣa ra một bất đẳng thức tích 

phân của các hàm thuộc lớp   trong Hệ 

quả 5.6 nhƣ sau: Nếu 1 (,..., )nu u  F  thì 

chúng ta có: 

1 1

1 1 .[ ( ) ] [ ( ) ]c c c n n
n n

c n ndd u dd u dd u dd u
  

      

Bất đẳng thức trên là một công cụ đánh giá 

rất hữu ích trong các bài toán về sự hội tụ theo 
dung lƣợng của toán tử Monge – Ampere phức. 
Và sự hội tụ theo dung lƣợng của toán tử 

Monge – Ampere phức là một kĩ thuật quan 
trọng đƣợc sử dụng trong một số bài toán giải 

phƣơng tr nh Monge – Ampere phức.     
Gần đây, trong [4], Z. Blocki đã giới thiệu 

lớp các hàm m- điều hòa dƣới là mở rộng của 

hàm đa điều hòa dƣới và toán tử m-Hessian 

phức  (.) ( .)c m n m

mH dd     là mở rộng của 

toán tử Monge – Ampere phức. Tiếp theo trong 
[5], LH. Chinh giới thiệu các lớp hàm m- điều 
hòa dƣới không bị chặn địa phƣơng mà toán tử 

m-Hessian phức  vẫn xác định. Đó là các lớp 

hàm ( )m E    và  ( )m F . Từ đó đặt ra các bài 

toán về sự hội tụ theo m- dung lƣợng của toán 
tử m- Hessian phức  và bài toán giải phƣơng 
trình m- Hessian phức.  Trong các bài toán về 

sự hội tụ theo m- dung lƣợng của toán tử m- 
Hessian phức cần sử dụng các đánh giá tích 

phân  tƣơng tự nhƣ trong các bài toán về sự hội 
tụ theo dung lƣợng của toán tử Monge – 
Ampere phức. Do đó,  trong bài báo này, chúng 

tôi mở rộng Hệ quả 5.6 trong [3] từ các hàm 
thuộc lớp  tới các hàm thuộc lớp 

( )m F . Kết quả đạt đƣợc là Mệnh đề 3.2 : 

Nếu các hàm 1 ),..., (m mu u  F_   thì chúng ta 

có: 
1 1

1 1[ ( ) ] [ ( ) ]c c n m c m n m c m n mm m
m mdd u dd u dd u dd u    

  

       

. 
Bài báo đƣợc bố cục nhƣ sau: Trong mục 

2, chúng tôi nhắc lại về lớp hàm đa điều hòa 
dƣới đƣợc đƣa ra   bởi U. Cegrell và các hàm 

m- điều hòa dƣới đƣợc đƣa ra bởi Z. Blocki , 
LH. Chinh. Trong mục 3, chúng tôi trình bày 
kết quả chính của bài báo. 

2. MỘT SỐ KHÁI NIỆM 

Trƣớc tiên, chúng tôi nhắc lại khái niệm 
hàm đa điều hòa dƣới đƣợc giới thiệu bởi U. 

Cegrell trong [3] nhƣ sau. 
Định nghĩa 2.1. Với   là miền siêu lồ i 

trong n , chúng ta định nghĩa 
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Tiếp theo, chúng tôi nhắc lại khái niệm 

hàm m- điều hòa dƣới đƣợc giới thiệu bởi  Z. 
Blocki trong [4] và LH. Chinh trong [5]. Với 

mỗi 1 m n  , chúng ta định nghĩa  
1

(1,1)
ˆ { : 0, , 0},n m n m

m             

1với (1,1)  là kí hiệu của không gian các (1,1) 

dạng với hệ số hằng. 
Định nghĩa 2.2. Hàm điều hòa dƣới u  

trên tập con mở n  đƣợc gọi là hàm m- 

điều hòa dƣới nếu với mọi 
1 1,..., ˆ

mm     ta 

có bất đẳng thức sau theo nghĩa dòng  

1 1 0.c n m

mdd u    

     

Tập tất cả các hàm m- điều hòa dƣới trên 

  kí hiệu là ( )mSH   và tập tất cả các hàm m- 

điều hòa dƣới âm trên   kí hiệu là ( )mSH   . 

Nếu u  là hàm trơn đến cấp 2 trên  thì 

theo Mệnh đề 3.1 trong [4] chúng ta có u  là 

hàm m- điều hòa dƣới khi và chỉ khi 

( ) 0c k n kdd u     với mọi 1,...,k m . 

Định nghĩa 2.3. Nếu 

1,..., ( ) ( )p m locu u SH L     thì toán tử 

Hessian phức 1( ,..., )m pH u u  đƣợc định nghĩa 

nhƣ sau 

1 1 1 1( ,..., ) ... ( ... )c c n m c c c n m

m p p p pH u u dd u dd u dd u dd u dd u  

       

. 

Trong [4], Z. Blocki đã chứng minh rằng 

1( ,..., )m pH u u là một dòng dƣơng đóng song 

bậc ( , )n m p n m p     và liên tục dƣới dãy 

giảm các hàm m- điều hòa dƣới bị chặn địa 
phƣơng. 

Khi 

1 2 ... ( ) ( )m m locu u u u SH L         th  độ 

đo Borel ( ) ( )c m n m

mH u dd u     đƣợc xác 

định và gọi là toán tử m- Hessian phức của 
hàm .u  

Dƣới đây là các lớp hàm m- điều hòa dƣới 
không nhất thiết bị chặn địa phƣơng mà toán tử 

m- Hesian phức vẫn xác định đƣợc giới thiệu 
trong [5]. 

Định nghĩa 2.4. Với   là miền m- siêu lồ i 

bị chặn  trong n , chúng ta định nghĩa

0 0 ( ) { ( ) ( ) : lim ( ) 0, ( ) },m m m m
z

u SH L u z H u 




        E E

0( ) ( ) : ,sup ( ){ }.m m m m j m j
j

u SH u u H u



      åF F E

 
Tiếp theo, chúng ta nhắc lại Định lý 3.14 

trong [5] đƣợc sử dụng trong chứng minh định 

lý chính của bài báo. 

Định lý 2.5. Nếu 1,..., ( )m

mu u  F  và 
0 ( )( ) k k

m ju u åE  với mọi 1,...,k m  thì dãy 

độ đo 
1 2 ...c c c m n m

j j jdd u dd u dd u       hội tụ 

yếu đến độ đo Radon   không phụ thuộc vào 

việc chọn các dãy ( )k

ju  và chúng ta kí hiệu 

1 2 ...c c c m n mdd u dd u dd u       . 

3. Mở rộng bất đẳng thức của Cegrell từ  

lớp  đến lớp ( )m F  

 Trong mục này, sử dụng các kĩ thuật 
tƣơng tự của U. Cegrell trong [3] kết hợp với 
các kết quả trong bài báo [5], chúng ta chứng 

minh kết quả chính của bài báo là phiên bản 
mở rộng của Hệ quả 5.6 trong [3] từ lớp  

đến lớp ( )m F . 

 Trƣớc tiên, chúng ta chứng minh một 

bổ đề tƣơng tự nhƣ bổ đề 5.4 trong [3] mở rộng 

từ lớp hàm 0 ( )E  đến lớp hàm 0 ( )m E . 
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Bổ đề 3.1. Nếu các hàm 0

1 2 ), (mu u  E , 

1 ,p q m   và 1T hT   với 
0

1, ,..., ( )m p q mh g g    E , 

1 1 ...c c n m

m p qT dd g dd g  

      thì chúng ta 

có 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ]
p q

c p c q c p q c p qp q p qdd u dd u T dd u T dd u T  

  

      

.   (1) 

Chứng minh. Chúng ta sẽ chứng minh bất đẳng thức trên bằng phƣơng pháp quy nạp. 
Chúng ta sẽ chứng minh bất đẳng thức đúng với 1p q  . 

Thật vậy, ta có  

1 2 1 2 1 1 1 1 2 12 =c c c c c c c cdd u dd u T hdd u dd u T u dd u d dh hd T du d u d T
   

               
1 1

2 2
21 21 11[ ] [ ]c c c cdu d u dd T du d u d hd Th

 

        

1 1

2 2
1 1 1 2 2 1[ ] [ ]c c c cu dd u dd T u dd u dd Th h

 

         

1 1 1 1

2 2 2 2
1

2 2 2 2

2 1 21 1( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] [ ] [ ]c c c ch dd u T h dd u T dd u T dd u T
   

          . 

Tiếp theo, chúng ta giả sử rằng bất đẳng thức đã đúng đến p q  , chúng ta cần chứng minh 

rằng bất đẳng thức sẽ đúng với 1.p q    

Trƣớc tiên, chúng ta chứng minh bất đẳng thức sau 

1

1 11 1

12

1

2( ) ( ) ( )[ ] [ ]
p q

c p q c c p q c p qp q p qdd u dd u T dd u T dd u T



       

  

       (2) 

 

Sử dụng giả thiết quy nạp, xem toán tử '

2

cT dd u T   đóng vai trò nhƣ toán tử T trong bất 

đẳng thức (1),  chúng ta có 

1 1 2

1

2 2( ) ( ) =c p q c c p q c cdd u dd u T dd u dd u dd u T  

 

       

1

1 1

2 2 2( ) ( )[ ] [ ]
p q

c p q c c p q cp q p qdd u dd u T dd u dd u T

 

  

 

    

                       
1

1

1

1

2 2( ) ( )[ ] [ ]
p q

c p q c p q cp q p qdd u T dd u dd u T

 

   

 

    .   

  (3) 

Lặp lại quá trình chứng minh công thức (3), đổi vai trò của 1u  và 2u  chúng ta có 

        
1 2( )c p q cdd u dd u T



   2

1

1

1

1 1( ) ( )[ ] [ ]
p q

c p q c p q cp q p qdd u T dd u dd u T

 

   

 

    . 

Thay vào công thức (3) chúng ta có 

2 1  ( )c p q cdd u dd u T



   

1

1 1

1

1
1

2 2 1

1( ) ( ) ( )[ ] [ ] [ ]
p q p qq

c p q c p q c p q cp q
p

p q p qdd u T dd u T dd u dd u T

   

      

 





 
    

  
   . 

Từ đó, chúng ta có 
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2 1  ( )c p q cdd u dd u T



 
1

1 11 1

2 1( ) ( )[ ] [ ]
p q

c p q c p qp q p qdd u T dd u T



      

 

     và bất đẳng thức 

(2) đƣợc chứng minh. 

Sử dụng giả thiết quy nạp, xem toán tử 
1

cT dd u T   đóng vai trò nhƣ toán tử T trong bất đẳng 

thức (1) và bất đẳng thức (2), chúng ta có 

2 12

1

1 1  ( () ) =) ( ( )c p c c p c cq qdd u dd u T dd u dd u dd u T

 

       

1 1 2 1( ) ( )[ ] [ ]
p

c p q c p q cp q p q

q

cdd u T d udd d u dd Tu  

 

     

1

1 2 1( ) ( )[ ] [ ]
p

c p q c p q cp q p q

q

dd u T dd u dd u T   

 

     

1

1( )[ ]
p

c p q p qdd u T  



   

1

1

2
1

1
1 1[ ( ) ] [ ( ) ]

p q

q

p q

c p q c p qp q p qdd u T dd u T







      

 

 
   
 
 

 

1

1 11 1

1 2( ) ( )[ ] [ ]
p q

c p q c p qp q p qdd u T dd u T



      

 

    . 

Do đó, Bổ đề 3.1 đƣợc chứng minh. 
Dƣới đây là kết quả chính của bài báo. 

Mệnh đề 3.2. Nếu các hàm 1 ),..., (m mu u  F_   thì chúng ta có 

1 1

1 1[ ( ) ] [ ( ) ]c c n m c m n m c m n mm m
m mdd u dd u dd u dd u    

  

        . 

Chứng minh. Từ Định nghĩa của lớp ( )m F  và Định lý 2.5, chúng ta chỉ cần chứng minh 

Mệnh đề cho trƣờng hợp các hàm 0

1,..., ( )m mu u E _ . 

Chúng ta sẽ chứng minh Mệnh đề 3.2 bằng phƣơng pháp quy nạp. 

Từ Bổ đề 3.1 chúng ta có  
1 1

1

1 2 1 2( ) [ ( ) ] [ ( ) ] .
m

c c m n m c m n m c m n mm mdd u dd u dd u dd u  


   

  

       

Do đó, Mệnh đề 3.2 đúng khi 2 3 ... mu u u u    . 

Giả sử rằng Mệnh đề 3.2 đúng khi 1 2 ...k k mu u u u     . Khi đó, chúng ta có  

1 1

1 1( ) [ ( )] [ ( )] [ ( )]
m k

c c c m k n m m m m
m m k mkdd u dd u dd u H u H u H u



 

   

        Chúng ta cần 

chứng minh Mệnh đề 3.2 cũng đúng khi 2 3 ...k k mu u u u     . Tức là chúng ta cần chứng minh 

bất đẳng thức sau 
1

1

1 1

1

1 1 1( ) [ ( )] [ ( )] [ ( )]
m k

c c c c m i n m m m m
k mk m mkdd u dd u dd u dd u H u H u H u

 

  



   

        .Thật 

vậy, áp dụng Bổ đề 3.1 với toán tử 1 ...c c n m

kT dd u dd u      và giả thiết quy nạp, chúng ta có 

1

1 1 ( ) m

k k

c c c c m k ndd u dd u dd u dd u   
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1

1

1( )c c m k c m

k k

c ndd u dd u dd u dd u  







      

1 1

1 11( ) ( )
m k

m k m kn

k

c m k c c n m c m k c c m

k kdd u dd u dd u dd u dd u dd u    






                

1 1 1 1

1

1

1[ ( )] [ ( )] [ ( )]
m k

m m k m m k m m k
m m k m kH u H u H u



  


  

     

11 1 1 1

1[ ( )] [ ( )] [ ( )]
m k m k m k

m m k m m k m m k
m m

k

k

m

mH u H u H u
    

  

  

 

     

1 1 1

1 1[ ( )] [ ( )] [ ( )]
m k

m m m
m m k mH u H u H u

 



  

    . 

Mệnh đề đƣợc chứng minh. 
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AN INTEGRAL INEQUALITY FOR  CLASS OF FUNCTIONS IN ( )m F  
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Abstract. In this article, we  prove  an extensive inequality of Cegrell from class of functions in 

to class of functions in ( )m F . More precisely, we prove that if 1,... mu u  ( )m F    then 

1 1( ,..., ) ( ) ... ( ) .m m m m mH u u H u H u
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