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Tém tit: Muc dich cua bai bdo nay la trao déi mét s6 van dé vé biéu thirc lién hop nhw ton tai hay khong mot

biéu thire lién hop ciia biéu thirc cho trude va c6 bao nhiéu biéu thikc lién hop véi biéu thire da cho. Bén canh dé

chiing t6i ciing gidi thiéu mét phicong phdp tong qudt dé tim biéu thire lién hop ciia biéu thire dd cho.

Tir khéa: Biéu thire lién hop; Phwong phdap nhan lwong lién hop; Hang dang thirc; Cén thirc; Todn cao cdp.

I. it van dé

Trong cac phuong phép gidi toan trong chuong
trinh mon Toan & bac phd thong, Phwong phdp
nhan lwong lién hop 1la mot phuong phap giai quen
thudc duoc ap dung kha nhiéu trong cac bai toan
nhu bai toan giai phuong trinh vo ti (cac phuong
trinh chira can thure), bai toan giai h¢ phuong trinh
vO ti [4], cac bai toan vé gidi han cua day s va gidi
han ctia ham s ¢6 chira can thirc. .. Phuong phap
giai don gian va hi€u qua nay khong nhirng gitip
hoc sinh tiép can bai toan theo hudng tu nhién hon
ma con gitp hoc sinh ty tao dugc nhiéu bai toan
méi mé mot cach dé dang, thong qua do co thé tyr
rén luyén thém cac k¥ ning va phat trién cac thao
tac tu duy cho minh.

Phuong phap nhan luong lién hop dugc hoc
sinh 1am quen tr THCS voi bai toan bién doi
biéu thirc don gian chira cin bac hai [1], & d6
hoc sinh thuc hién mot phép bién déi don gian
va duoc goi la Truc can thirc o mau. Béng thoi
trong [1] sach gido khoa Todn 9 cling dua ra
dinh nghia hai biéu thirc chira cin thirc lién hop
v6i nhau bang cach mé ta thong qua cac hang
dang thuc. Trén co s& d6, phuong phap nhan
lugng lién hop dugc mo rong voi vige bién
d6i cac biéu thirc chira can thire voi bac tiy ¥.
Str dung y tudng nay, trong cac bai toan giai
phuong trinh va gidi hé phuong trinh, cac bai
toan vé giGi han cua day sd, giéi han cta ham
s6 ¢6 chira can thirc... ching ta c¢6 thé nhom
hodc thém bdt cac dai luong phu hop vao céac
biéu thic chtra can roi lam xuét hién cac da
thirc. Nho viéc phan tich cac da thirc d6 thanh
nhan tir [am xudt hién ra thira s chung roi tir 46
su ly tiép. T4t nhién c6 nhiéu yéu t6 khac can

chu y nhung voi céc bai toan thong thuong thi
y tuong tong quat 1a dua biéu thirc ra khoi cian
dé tao nhan tir chung. Pé don gian cach trinh
bay va dién giai nén trong toan bo bai viét nay
chiing t6i dung cum tir Biéu thirc thay cho cum
tir Biéu thiic chira cin thiic.

Mot trong nhitng diém méu chdt ctia phuong
phap nhan lugng lién hop la xdc dinh dugc
biéu thirc lién hop cia biéu thirc da cho. Nhiing
biéu thirc lién hop ma hoc sinh dugc trang bi
trong qué trinh hoc tap thuong co ban va don
gian, chang han nhu: lién hop véi biéu thirc
JA B 1a VA $+/B, lién hop véi biéu thic
YA £3/B 1a biéu thuc JA? FYAB+/B? va
mot vai truong hop dac biét khac. Tuy nhién co
mot s6 van dé vé phuong phap nhan luong lién
hop ma hau hét hoc sinh, tham chi ca gido vién
dung 16p ciing chua lam sang to. Cy thé nhu:

1) V&i mbi biéu thirc cho trudce co hay khong
mat biéu thire 1ién hop? Néu c6 thi c6 bao nhiéu
biéu thirc 1ién hop ciia mot biéu thirc da cho?

2) Néu mét biéu thirc cho trudce cé biéu thic
lién hop thi ¢6 cach tim tong quat biéu thirc lién
hop d6 hay khéng?

Thong thuong hoc sinh dugc tiép nhén
phuong phap nhan lugng lién hop thong qua
kinh nghiém cta gido vién truyén dat lai, c6 thé
két hop voi ning khiéu cua ban than ma hinh
thanh ki nang cho minh. Néu khong tra 101 dugc
0 rang cac cau hoi trén thi khi gap mdt bai toan
la hoc sinh s& kho co phuong an giai quyét.
Pay chinh 1a didu ma rat nhiéu hoc sinh gip
phai. Muc dich cua bai bdo nay la tra 101 cac
cau hoi trén tir gbc nhin ctia Toan cao cap (trong
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chuong trinh Pai hoc). Dua trén cac kién thirc
ctia Toan cao cap ma ngudi gido vién khong chi
nhin 10 101 giai cua cac bai toan dang nay ma
con co thé sang tao ra cac bai toan méi, day l1a
mot trong nhimg k¥ ning khong thé thiéu cia
ngudi gido vién. Kién thirc cia Toan cao cip
giup cho nguoi gido vién phan tich tim 101 giai
va dinh hudng tu duy mot cach twong minh cho
hoc sinh. Tir d6 dua ra mot sb dinh huong su
pham phu hop v6i mdi bai toan cu thé. Hy vong
rang, voi nhitng trao d6i ciia chiing toi trong bai
b4o nay s& phan nao gitip cac em hoc sinh ciing
nhu gido vién c6 thém kinh nghiém, tri thirc dé
chinh phuyc cac kién thirc cao hon.

I1. N§i dung
1. Thé nao 1a biéu thirc lién hop?

Khong c6 mot dinh nghia phat biéu chinh
xac cho khai niém nay trong chuong trinh toan
pho thong. O 16p 9 [1], khi hoc sinh tiép can véi
phuong phap nhan lién hop 1an dau tién thi biéu
thure lién hop cua mét biéu thirc duoc dinh nghia
truc tiép. Vi du nhu biéu thire A £+B duoc
g0i 1a bidu thitc lién hop ciia biéu thic A $+/B
hay biéu thire A £+/B va biéu thirc A /B
duogc goi 1a hai biéu thirc lién hop ctia nhau. Kiéu
dinh nghia nay dua trén co s¢ cac hang dang thic
dang nh¢ hoidc cac dang thirc quen thudc khéac va
dinh nghia cho mot biéu thirc cu thé.

Ta c6 thé nhan thiy mot dac diém chung cua
cac dinh nghia nay 1a néu biéu thirc o va biéu
thirc B lién hop v&i nhau thi af 1a mot biéu
thirc khong chura can thurc. Do d6 trong toan bg
bai bao nay, khi néi biéu thirc o. 1a 1ién hop cia
biéu thirc B (hodc néi o va B 1a hai biéu thuc
lién hop cta nhau) duoc hiéu 1a a.p 1a mot biéu
thirc khong chura can thuec.

R& rang mdi biéu thie cho trude co vo sb
biéu thtrc lién hop véi no. That vdy, néu o va
B 14 hai biéu thirc lién hop thi a.p 1a mot biéu
thirc khong chtra can thue. Tur d6 suy ra véi moi
s6 hitu ti a ta c6 a.ap ciing la biéu thirc khong
chtra can thirc hay biéu thirc af 1a biéu thic
lién hop cua biéu thirc a.

Trong cac muc tiep theo chung t6i s& lan luot
tra 101 cac cau hoi con lai da dat ra ¢ trén.
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2. Cé hay khong mot biéu thirc lién hop
v6i biéu thirc da cho?

Dé tra 161 cho cau hoi nay, ta xét ménh dé sau
day trong li thuyét cac mo rong truong [3].

M¢énh @é 1. Moi mé rong dai s6 Q(a) déu
tdn tai mot da thirc thude Q[x] nhan a lam
nghiém.

Ménh dé 1 khang dinh sy ton tai ctia da thiic
f(x) v6i hé s6 hitu ti nhan o 1a nghiém, tir d6
s& gitp ching ta tra 161 v& sy ton tai cua biéu
thirc lién hop. That vay, gia st o 13 biéu thuc
da cho. Goi f(x) la da thic véi hé sb hitu ti
nhdn o la nghiém va gia st f(x) c6 dang

f(x)=a,x"+..+a,x+a,,
v6i aga, #0. Vi f(a)=0 néntaco
a, o’ +..+ao=-a,
hay oc(an o'+, +a,0+a, ) =-a,.

Do d6 biéu thuc lién hop cia o sé la
B=a,a"' +..+a,. Bang cach thay o vao biéu
thirc ctia P ta s& duoc biéu thirc lién hop véi o.

Nhue vy ta cé thé khdng dinh rang: luén cé
biéu thire lién hop cia biéu thirc cho triede va
c6 phwong phdp tong quadt d@é tim ra biéu thire
lién hop.

Phwong phdp tong quat tim biéu thire lién
hop ciia biéu thire cho trwde (mang tinh thuat
giai) nhu sau:

Buée 1. Dt o 1a biéu thirc da cho, bang
cach bién d6i, nang lén liiy thira mot cach
thich hop dé khtr can ta tim dugc mot da
thirc f(x)=a,x"+..+a,x+a, v6i hé sd hiru
ti nhan o la nghiém. Luu y khi nang 1én iy
thtra, thong thuong ta nang 1én ldy thura theo
bic cao nhét cia cin thic ¢6 trong biéu thic
va ¢t nhu vay dén khi c6 duge da thic f(x)
nhan o 1a nghiém.

Buée 2. Pat B=a o +..+a,. Thay biéu
thirc o vao B va bién ddi biéu thirc, ta thu duge
biéu thirc rit gon ciia B, d6 chinh 1a biéu thirc
lién hop can tim cua o .

Sau day 1a hai vi du minh hoa cho phuong
phap tim biéu thtc lién hop ma chung toi da
néu ra.



Vi du 1. Tim biéu thtc lién hop véi biéu
thirc \/2 1.

Hién nhién chung ta d& dang nhén ra biéu thirc
lién hop cua biéu thirc da cho 13 /2 +1 thong qua
hang ding thic (a—b)(a+b)=a’-b>. O day
chung ta s& tim biéu thirc lién hop cta biéu thic
J2 —1 theo phuong phap da trinh bay ¢ trén.

Buéc 1. Dat a=+2-1. Taco

a+1=2 <o’ +2a+1=2
sala+2)=1.

Buoc 2. bat p=a+2. Khi do
B=oa+2=~2-1+2=+/2+1. Vay biéu thuc
lién hop ctia biéu thire v/2 —1 labiéu thirc /2 +1.

Vi du 2. Tim biéu thic lién hop vé6i biéu
thie 1+~/2 +3/3 .

Ddi véi bai toan nay hoc sinh s& thuc su théy
kho khin dé tim ra biéu thirc lién hop. O day
hoc sinh pho thong c¢o thé dung cac hiang dang
thirc dé tim ra biéu thuc lién hop. Cu thé ta co

(1435315}
=—1+233+3/9

Tiép theo 1a khir can béc ba ta s€ thu duoc
két qua, tuy nhién viéc khir can bac ba trong
truong hop nay 1a rat kho khan. Loi giai bai
toan dang nay s€ dugc chung toi trinh bay trong
muc tiép theo.

Sau day chung toi sé trinh bay 101 giai theo
phuong phép tong quat da néu.

ButGe 1. Pt a=1++2+3/3. Khi d6 ta co
a—1-+2=33. Bing cach nang 1én lily thira
bac 3 ca hai vé, thuc hién cac bién ddi rut gon
biéu thirc ta thu duge

o’ =30 +900-10 = (3a” — 60+ 5)V/2.

Tiép theo ta nang 1én lity thira bac 2 ca hai vé
ctia biéu thuc trén ta thu duoc

a’ —60’ +9a* —2a’ +9a* — 600 + 50 = 0.
Buoc 2. Bat
B=a’—-60*+9a’ —2a* + 90— 60.

Thay a=1++2+3/3 vao biéu thic B ta
dugc biéu thirc lién hop cua o 1a

B=-10-5v2+5v23/3 -103/9 + 52309

Qua hai vi dy trén, chung ta thdy dugc quy
trinh thuat giai rat rd rang vé viéc tim biéu thirc
lién hop cta biéu thire cho trude. Tuy nhién c6
mdt s6 van dé ton tai trong phuong phap nay ma
chung t6i mudn trinh bay r& hon trong muc sau.

3. Mot s6 Ki thuit cu thé tim biéu thirc lién
hgp trong truong hgp dac biét.

Chung ta quay lai Vi du 2, ta thdy rang dé tim
ra biéu thirc lién hop cia biéu thue 1++/2 +33
chung ta phai tinh toan rat dai, d& giy ra nhim
1an. Thuat toan trong muc 2 cho chung ta thay
duoc sy ton tai cta biéu thirc lién hop, cach tim
no6 va thuat toan kha hiéu qua khi tim biéu thuc
lién hop ciia mot s biéu thic don gian. Tuy
nhién, néu biéu thirc cho trudc phirc tap véi bac
can thirc cao thi thut toan nay s& ton nhiéu thoi
gian (mic du ludn ¢ két qua). Do d6 khi tim
biéu thuc lién hop cua cac biéu thire phirc tap, ta
chi nén dung n6 khi khong c6 cach nao tot hon.
Vay c6 cach nao dé tim ra biéu thire lién hop
ctia biéu thtrc da cho ngan gon hon khong?. Cau
tra 101 cho cau hoi nay s€ dugc chung toi trinh
bay trong muc nay dua trén goc nhin cua Toan
cao cép. Ta nhéc lai hai ménh d& sau cia Toan
cao cép [3], [5].

M¢nh dé 2. Moi mé rong dai sb Q(a) déu
la @Q-khong gian vecto.

M¢nh dé 3. Mbi vecto thudc Q -khong gian
vecto Q(o) ludn co duy nhat mot biéu dién
tuyén tinh qua mot co s batki Q(a).

Chung t6i ding hai ménh dé nay ciing mot s6
kién thirc khac cta Toan cao cip lam co so dé
dinh hudng cac ki thuat tim biéu thirc lién hop
ctia biéu thie da cho, xem thém [2]. Sau day 1a
mot s6 vi du minh hoa.

Vi du 3. Tim biéu thirc lién hop cua biéu
thirc 1+23/2 +33/4.

Nhu chung ta da biét, cac biéu thic lién hop
thudong dugc suy ra tir 7 hing ding thirc dang
nhé hodc mot sb déng thirc quen thudc. Voi
biéu thirc da cho ta viét duéi dang A +B+C
trong do

A=1,B=22,C=34.

Khi d6 ta lién tuong dén dang thic:
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A’ +B’ +C’-3ABC=

=(A+B+C)x *)

x(A*+B*+C* —~AB-BC-CA)

Khi thay A=1,B=232,C=33/4 vao ding
thuc (*) thi vé trai khong con chtra cén, tu
d6 suy ra biéu thuc lién hop cua biéu thic
A+B+C séla:

A*+B*+C* —AB-BC-CA (**).

Thay A=1,B=232,C=334 vao biéu thic
(**) ta dugc biéu thirc lién hop cua biéu thirc
1+23/2 +334 1abidu thac —11+1632 +3/4 .

Nhén xét 1: Sir dung hing dang thirc (*) ¢6
thé tim duoc biéu thirc lién hop cua biéu thic
dang (A+BYm+C¥m?) véi A,B,C,m hitu
ty. Tir nhan xét nay ta ciling dé dang tim dugc
biéu thire lién hop cua biéu thie —1+23/3 +3/9
(n6i trong Vi du 2) nhu truong hop dac biét.

Vi du 4. Tim biéu thirc lién hop cua biéu

thire /3 +/2.

Theo 1i thuyét Mo rong truong [3], <3 +3/2
12 mot phan tir cia mé rong truong Q(Q/E,\/g)

p 1
trén Q va do d6 phan tt ——— thudc truon
P B :
Q(¥2.43). Mt khic truong Q(¥2.43) 1a
mot Q-khong gian vecto voi co so 1a
(13,42, 8,V337,344)
nén moi vecto cia né déu c6 dang

a+b3+c¥2+di4 +e332 41334

voia, b, c, d, e, f1a cac so hitu ti. Diéu nay
c6 nghia 1a ludn ton tai cac s6 hiru ti a, b, c, d,
e, f de

—a+bV3+ci2+

h +d¥4 +e3Y2 + 1334
v (i/§+\/§)(a+b\/§+c3 2 +dia+

+e\/§3/§+f\/53/1):1

1
L2+43

Thuec hién rit gon biéu thirc & vé trai, ta duoc
(a+3e)i/5+(b+c)i/§ﬁ+(c+3f)i/1+
+(2d+3b)+(e+d)i/zx/§+(2f+a)\/§ =1.

44

Bf‘mg nhét hai vé caa biéu thirc ta dugc hé

a+3e=0
b+c=0
c+3f=0
2d+3b=1
e+d=0
2f+a=0

Giai hé ta tim duoc az—i, b=—,
23 23

9 2 2 3
C:——’ :——’ e:—’ = —
230 237 7 23 230
Vay bi¢u thuc lién hop cua biéu thuc
V3 +3/2 1a biéu thirc (sau khi da nhan hé thirc
v6i 23)

—6+ 943 —93/2 — 23/4 + 2332 + 3/3%/4.

Nhién xét 2: Trong vi du trén, ta thiy ring
biéu thire da cho ¢6 /3 va trong biéu thirc lién
hop ciing xuat hién V3 ; bidu thirc da cho c6
2 va biéu thic lién hop s& xuét hién /2 va
Y4 . Ngoai ra, biéu thirc lién hop con xuat hién
cac phan tir V332 va 334 . Nhu vay, tr goc
nhin cta Toan cao cip ta co thé dy doan biéu
thirc lién hop ciia biéu thirc da cho nhu sau: Néu
trong biéu thic di cho c6 mot can thie Ym  thi
trong biéu thirc lién hop phai c6 cléc biéu thirc

(2/5)0, Um, (%/B)z,..., (%)ni . Néu trong

biéu thirc da cho c¢6 hai cin thic dang &m va
\P/a thi ngoai cac can thuc dang

Ym), &m,
o 3

n-1 0 2
e (3) i (58 G (3 e
Yq)" con c6 thém céc don thic 1a tich cia hai
can thire trong hai tap hop noi trén. Bang ki thuat
nay va dua vao dac diém cua biéu thirc di cho ta
¢6 thé du doan dugc biéu thuc lién hop va tir d6
tim dugc biéu thire lién hop ciia biéu thire di cho.

Quay tro lai vi du trén, ta du doan dugc
biéu thtrc
a+b\3+c2+dV4 +e32 +£33/4

1a bidu thtre lién hop cta biéu thirc /3 +3/2
nén ta co

(i/§+\/§)(a+b\/§+ci/§+
+di/Z+ex/§i/5+fﬁi/Z)

khong chira can thuc. Thuc hién rat gon biéu
thure, ta duoc



(a+3e)i/§+(b+c)i/§\/§+(c+3f)i/1+
+(2d+3b)+(e+d)€/2\/§+(2f +a)\/§.

Do biéu thirc nay khong chira cin nén ta s&
chon cac sd hitu ti a, b, ¢, d, e, £ sao cho cac hé
s6 cua cac don thirc chira can bé’lng khong hay
a+3e=0
b+c=0
c+3f=0
e+d=0
2f+a=0

Day 1a mot hé phuong trinh v6 dinh, ndm
phuong trinh sdu 4n, tuy nhién ta chi can mot
nghiém cua hé¢ 1a du cho bai toan dang xét.
Ttr d6 ta duoc it nhdt mot bo s6 a=—6, b=9,
c=-9, d=-2, e=2, f=3. Hay biéu thuc lién
hop cia biéu thire /3 +3/2 1a bidu thirc

—6+93 —932 - 23/4 + 24332 +333/4.

Céach giai nay ciing chi cho ching ta thiy
¢6 vo sb biéu thire lién hop cua mot biéu thirc
da cho.

Nhan xét 3: Cach giai trén kha ngin gon
va doc déo, tuy nhién néu chi doc 10i giai
thi s& khong hiéu dugc 1a biéu thirc dang
a+by3+c2+di4 +e332 + 1334 tr dau
ma c6. Pay chinh 13 kho khan thuong gip ddi véi
hoc sinh. Vi vay, nguoi gido vién can hiéu sau
sdc van dé dé bang nhimng cau hoi goi mé hop 1y
gitip hoc sinh ¢6 thé tyr minh tim ra biéu thirc do.

I11. Két ludn

Vi nhiing trao d6i da dugc néu ra va céac
vi du dugc phan tich cung nhitng nhan xét ty
mi, 16i trinh bay dinh huéng tu duy cho mdi 10i
gidi cling kha rd rang, chung toi hy vong rang
bai viét s& 1a mot hanh trang bo ich cho céc
hoc sinh, sinh vién hoc nganh Dai hoc su pham
Toan hoc trong viéc chinh phuc nhitng bai toan

kho vé phuong trinh va hé phuong trinh, cac bai
toan vé gidi han cua day so, gidi han cia ham so
c6 chtra can thrc.
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trao doi chuyén mon tai B mén Todn, Khoa
Khoa hoc Tw nhién - Cong nghé, Truwong Dai
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y kién trao doi ciia cdc dong nghigp, dic biét
cim on ThS. Nguyén Dinh Yén di cé nhiing
trao déi sdu sdc vdi chiing téi vé vin dé nay.

Bai bdo la mét phin két qua nghién ciru
cia dé tai “Phan logi va phwong phdp gidi cdc
dang todn vé Khéng gian vecto - Anh xa tuyén
tinh - Té hop trong cdc ki thi Olympic todn
hoc sinh vién toan quéc.” Ma so: TB2020 - 23.
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Summary: The purpose of this paper is to discuss some problems about conjugate expressions
such as there exists or not a conjugate of a given expression or how many conjugate expressions
with a given expression there are. We also will propose the general method to find the conjugate
expression of a given expression.
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